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1. Bevezeto

Legyen 0 irracionalis szam. Tekintsiik a 6 szam tobbszoroseinek tortrészeibdl allo
sorozatot: {0}, {20} .... Ez a sorozat egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon, ami
azt jelenti, hogy minden [0, 1]-beli részintervallumba a sorozat elemeinek annyiad
része esik, amennyi az intervallum hossza (pontosabban lasd a 3.1. Definiciot). Ez
az ekvidisztribicios tétel, amelyet elszor Hermann Weyl, Waclaw Sierpinski és Piers
Bohl bizonyitottak egymastdl fiiggetleniil 1909-ben, illetve 1910-ben.

Vegyiik a sorozatnak csak az elsé N elemét. Ekkor a P, = {nf} pontok N + 1
részintervallumra osztjak a [0,1] intervallumot. A hdrom hézag tétel azt mondja
ki, hogy ezeknek a részintervallumoknak a hossza legfeljebb 3-féle lehet (lasd a 3. és
4. abrékat). Az éllitast el6szor Hugo Steinhaus sejtette meg 1957-ben. Mér 1958-ban
bebizonyitotta a tételt T. Sés Vera [9], Surdnyi Janos [10] és Stanistaw Swierczkowki
[11]. Azbta sokan adtak més bizonyitasokat [2, 4, 5, 6, 7, 8]. Van a probléménak egy
valtozata, aminél az nf szamoknak nem a tortrészét, hanem a legkdzelebbi egésztol
valé tavolsédgukat vessziik. Ekkor a sorozat elsé N eleme éltal a [0, 3] intervallumban
meghatarozott N + 1 részintervallum hossza legfeljebb 4-féle lehet [1].

A dolgozat 2. fejezetében a tortrész néhany egyszert tulajdonsagat mutatjuk be,
amelyek a késébbiekben kelleni fognak. Az ekvidisztribucids tételre két bizonyitast
adunk. A 3. fejezetben A. Zorzi [13] elemi bizonyitasat frjuk le, mig a 4. fejezetben a
Weyl-kritérium segitségével bizonyitunk [3]. Az 5. fejezetben a harom hézag tételnek
N. B. Slater [8] dltal adott bizonyitasat ismertetjiik. A 6. fejezetben racsok segitsé-
gével bizonyitunk J. Marklof és A. Strombergsson cikke alapjan [5]. A 7. fejezetben
P. Shiu [7] cikke nyomén adunk egy harmadik bizonyitést is a harom hézag tételre,
am ez egy kicsit hézagos.

2. Elokésziiletek

2.1. Lemma. Minden x,y valds szdam esetén

{z} +{y}, ha {z} +{y} < 1;
{z}+{y} -1, ha{z}+{y} > 1

Bizonyitas. Az {z +y} = {|z] + {z} + |y] + {y}} = {{z} + {y}} azonosségbdl,
valamint abbdl, hogy egy szam tortrésze 0 és 1 kozé esik, kovetkezik az allitas. W

{w+y}={

2.2. Lemma. Ha x eqy nem egész valos szam, akkor

{—z} =1-{z}.

Bizonyitas. Vildgos, hogy {—z} = {—(|z] +{z})} = {—{z}} = {1 — {z}}. Mivel
x ¢ 7, ezért 0 < {z} <1, ésigy {1—{z}} =1-{z}. |

2.3. Lemma. Minden x,y valds szdm esetén

{l’ — y} — {{x} - {y} +1, ha {x} < {y};
(o} —{y},  ha{z}>{y}.

Bizonyitas. Az éllitas kovetkezik a 2.1. és a 2.2. Lemma&bdl. [ |



2.4. Lemma. Tetszdleges x© valds és k pozitiv egész szam esetén {k{z}} = {kx}.
Bizonyitas. Vildgos, hogy {k{z}} = {kx — k|z]|} = {kz}. |
Jelolés. Legyen az n nemnegativ egész szamra P, a szamegyenes {nf} pontja.

2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy az r és s nemnegativ egész szamokra, valamint a 6
irraciondlis szamra teljesil, hogy {s0} > {r0}. Ekkor

{(s —r)6}, ha s > r;

{s0) = 1y = {1 —{(r—9)0}, has<r,

Bizonyitas. Mivel {s6} > {rf}, ezért a 2.3. Lemma alapjin

{s0} — {r0} = {s —rf} = {(s — r)0}.
A lemma feltételeibél kovetkezik, hogy (s—r)6 nem egész, igy alkalmazhaté a 2.2. Lem-
ma: {(s — )8} =1 — {(r — s)0}. Tehat

{s0} —{r0} ={(s —r)0} =1 —{(r — )0}
teljesiil s > r és s < r esetén is. [ |

Vegyiik észre, hogy a bizonyitasban lényegtelen volt, hogy s vagy r a nagyobb.
Minket késobb #-nak csak a pozitiv tobbszorosei fognak érdekelni, eszerint hasznal-
juk majd az {(s — )0}, illetve az 1 — {(r — s)8} formuldkat.

3. Ekvidisztribucio elemi tton

Jel6lés. Az ({z,}), sorozatra, az N pozitiv egész szdmra és az I C [0,1) interval-
lumra legyen

SN(I)=H{neN|1<n<Nés{z,}el}.
3.1. Definicié. Az ({x,}), sorozat egyenletes eloszlasi a [0, 1) intervallumon, ha
bérmely [a,b) C [0,1) esetén

_ Sn(la, b))
i

3.2. Példa. Megmutatjuk, hogy az a, = {lgn} sorozat nem egyenletes eloszldsi
[0, 1)-en. Legyen k pozitiv egész, | pedig olyan egész szdm, amelyre 10F < [ < 2-10F.
Ekkor k < lgl < k+1g2 < k+0, 31, amibdl kovetkezik, hogy 0 < {lgi} < 0,31. Tehat
0 < a; <0,31. Az N szdmot valasszuk 10*-nak. Az eddigiek szerint az ay1,. .., dan

szdmok mind a [0, 0,31) intervallumban vannak. Igy S,y ([0, 0,31)) > N, amibél

San ([0, 0,31)) S 1

2N 2

addédik. Ha az a,, sorozat egyenletes eloszlasu lenne [0, 1)-en, akkor a 3.1. Definicié
alapjan teljesiilne, hogy

(3.1)

Azonban (3.1) miatt

k—o0 2. 10k 2
Igy az a, = {lgn} sorozat nem egyenletes eloszldst a [0,1) intervallumon.
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Ennek a fejezetnek a célja az, hogy megmutassuk, hogy irracionalis 6 esetén az
({n0#}), sorozat egyenletes eloszlasu a [0, 1) intervallumon.
Sziikségiink lesz az ekvidisztribicio kovetkezd jellemzésére:

3.3. Tétel. Az ({x,}), sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszldsi a [0,1)
intervallumon, ha bdrmely valds a szam esetén teljesiil a kovetkezo:

1 — 1
A, (w 2t} = 5 2t t a}) =0,
Bizonyitas. Rogzitsiik a b € [0,1) és N € N értékeket, és legyen

A={neN|1<n<Nés{x,} €[0,b)} és
B={neN|1<n<Nés{x,} €[b1)}.

A 2.3. Lemma szerint {z,, —b} = {z,}+1—b,han € A, és {z, —b} = {x,} -0,
ha n € B. Ezek alapjan

NZ{xn b} = NZ{xn}+1 b)+ NZ{xn} ) NZ{xn}+ ([ Wy,

neA neB

Atrendezve, valamint N-et tartatva végtelenbe kapjuk, hogy

(1 = o Sw([0b)
R (N ;{%} - N;{% - ”) =b— Jim =

Megmutatjuk, hogy a jobb oldal pontosan akkor 0 minden b € [0,1) szamra,
ha az ({x,}), sorozat egyenletes eloszlasu. Ha ({z,}), egyenletes eloszlasu, akkor

a 3.1. Definiciébdl kivetkezik, hogy b — limpy_ae 22X — 0 minden b € [0,1)-re

N
Ha pedig minden b € [0, 1)-re teljesiil, hogy limy_ W

[a,b) C [0,1) esetén

lim M — lim SN([O7b))_SN([O7a))

N—o0 N N—oo N

= b, akkor minden

=b—a,

vagyis az ({z,}), sorozat egyenletes eloszlds.
Tehat akkor és csak akkor lesz

_ 1 Y 1 &
i (N;{%}‘N;{%‘bgzo

minden b € [0,1) szdmra, ha az ({z,}), sorozat egyenletes eloszldsi. Ez pedig ek-
vivalens a tétel allitasaval, hiszen az ott szerepld a felirhaté a = k£ — b alakban,
ahol k egy egész szam, b pedig egy 1-nél kisebb nemnegativ valés szam, és igy
{zp, +a} = {x, — b}. |

Az ekvidisztribicional egy gyengébb allitas, hogy irracionalis 6 esetén a P, pon-
tok stirtin helyezkednek a [0, 1) intervallumon. Ez Kronecker tétele.

3.4. Tétel. Barmely irraciondlis 0 szdm esetén az ({n@}), sorozat siri a [0,1)
intervallumon.



Bizonyitas. Legyen I tetszéleges € hosszisagu részintervalluma [0, 1)-nek. Legyen
n olyan pozitiv egész szam, amelyre % < ¢ teljesiil. Osszuk fel a [0, 1) intervallumot
n darab L hossziségi részre. A skatulyaelv szerint az {10},{20},...,{(n + 1)}
szamok koziil ketté ugyanabba az % hosszu részintervallumba esik. Tegyiik fel, hogy
az {if} és a {j6} szémok esnek egy + hosszi intervallumba, és {i6} > {;j6}. Igy
0 < {if} — {j0} < + < e. Haszndlva a 2.5. Lemmét, kapjuk, hogy i > j esetén
0<{(i—7)0} <e,j>iesetén pedig 0 <1—{(j —1)0} <e.

Eldszor tegyiik fel, hogy i > j, amikor is 0 < {(i — j)0} < . Legyen x = (i — j)#.
Mivel I egy ¢ hosszui részintervalluma [0, 1)-nek, és 0 < {z} < ¢, ezért valamilyen k
pozitiv egészre a k{x} szdm benne van I-ben. Mivel I C [0, 1), ezért 0 < k{z} < 1,
vagyis a k{z} szdm megegyezik a sajat tortrészével: k{z} = {k{z}}. A 2.4. Lemma
alapjan {k{z}} = {kz}. Tehdt {kx} = {mb} € I, ahol m = k(i — j).

Most tegyiik fel, hogy j > i. Ekkor 0 < 1—{(j—i)0} < e. Legyen x = (j—i)0. Az I
intervallum bal végpontja legyen a, jobb végpontja pedig b. Legyen J = (1—b,1—a).
Ez egy e hosszi intervallum, ami részhalmaza [0, 1)-nek. Mivel J hossza ¢, és 0 <
1 — {z} < e, ezért létezik egy olyan pozitiv egész k szam, amelyre k(1 — {z}) € J.
Mivel J C [0,1), ezért k(1 — {z}) = {k(1 — {z})}. A tortrészen beliil hagyjunk el
k-t, majd alkalmazzuk a 2.2. és a 2.4. Lemmat:

{k(1—A{ap)} = {-F{a}} =1 = {k{a}} = 1 — {ka}.

Tehat 1 — {kz} € J. Ez azt jeleni, hogy 1 —b < 1 — {kz} < 1 — a. Vonjunk ki 1-et,
majd szorozzunk —1-gyel: b > {kz} > a. Ebbél kovetkezik, hogy {kx} = {ml} € I,
ahol m = k(j —1).

Mindkét esetben azt kaptuk, hogy az ({m#}),, sorozatnak van olyan eleme, ami
I-be esik. Ez azt jelenti, hogy az ({m#@}),, sorozat siir(i a [0, 1) intervallumon.

3.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy a < {k0} < a+ ¢, ahol a € [0,1), € > 0, k pozitiv
egész, 0 pedig irraciondlis szam. Ekkor {nf} < {(n — k)0 + a} + ¢ minden n > k
egész szdm esetén.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy {(n — k)8} < {nf}.

a—+ €

0 P,k a P, 1

A 2.5. Lemma szerint a P, és a P, pontok tévolsaga {nf} — {(n — k)8} = {k0}.
Mivel a < {kf} < a + ¢, ezért ha P, ;-tdl felmériink jobbra a-t és a + e-t, akkor
az igy kapott két pont kozott helyezkedik el P,. Ez képletekkel azt jelenti, hogy
{(n=Ek)0}+a < {nb} < {(n—k)0}+a+e. Mivel a € [0,1), ezért {(n—k)0}+{a} =
{(n—k)0}+ a, amirdl tudjuk, hogy kisebb, mint {nf}, ami pedig kisebb 1-nél. Tehat
{(n—k)0}+{a} <1, ésigy a2.1. Lemma szerint {(n—k)0}+a = {(n—k)0}+{a} =
{(n — k)0 + a}. Igy az {nB} < {(n — k)0} + a + ¢ egyenlbtlenség helyett irhatjuk,
hogy {nf} < {(n — k)0 +a} +¢.
Most tegyiik fel, hogy {nf} < {(n — k)6}.

0 P, l—a-—c¢ P, 1



A P, és a P,_j, pontok tédvolsdga a 2.5. Lemma alapjan {(n—k)8} —{nf} = 1—{k6}.
Mivel {kf} < a + ¢, ezért 1 — {k} > 1 —a —e. Igy ha a P,_; ponttél balra
felmériink 1 — a — e-t, akkor az igy kapott pont P,-t6l jobbra lesz. Tehdt {nf} <
{(n —k)f} — (1 —a —¢), és mivel a € [0,1), ezért a jobb oldal nem més, mint
{(n—k)0}+{a} —1+e. A 2.1. Lemma miatt {(n—k)0}+{a} -1 < {(n— k)0 + a}.
Igy {n0} < {(n—k)0}+{a} —1+e<{(n—k)b+a}+e.
Mindkét esetben azt kaptuk, hogy {nf} < {(n — k)0 + a} + <.
|

3.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy a — e < {k0} < a, ahol a € [0,1), ¢ > 0, k pozitiv
egész, 0 pedig irraciondlis szdm. Ekkor {(n — k)8 + a} < {nf} + & minden n > k
egész szam esetén.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy {(n — k)8} < {nf}.

0 Pn—k a—e Pn 1

A 2.5. Lemma szerint a P, és a P, pontok tavolsaga {nf} — {(n — k)0} = {k6}.
Mivel a —e < {k@}, ezért ha P,-t6l felmériink balra a — e-t, akkor az igy kapott pont
P,_i-t6l jobbra lesz. Ez képletekkel azt jelenti, hogy {(n —k)0} < {nf} —a+e, ami
ekvivalens azzal, hogy {(n—k)0}+a < {nf}+c. A 2.1. Lemma miatt {(n—k)0+a} <
{(n —k)0} + {a}, és mivel a € [0, 1), ezért a jobb oldal egyenlé {(n — k)0} + a-val.
Tehat {(n — k)8 +a} <{(n—Fk)0} +a < {nb} +e¢.

Most tegyiik fel, hogy {nf} < {(n — k)0}.

l—a+e¢

0 P, l—a P, s 1

A P, és P,_j pontok tévolsdga a 2.5. Lemma alapjan {(n —k)0} —{nf} = 1—{k6}.
Mivel a — e < {k#} < a, ezért 1 —a+¢ > 1 — {k#} > 1 — a. Igy, ha felmériink a
P, ponttdl balra 1 — a + e-t és 1 — a-t, akkor P, az igy kapott két pont kozott
helyezkedik el. Eszerint {(n — k)0} —1+a —e¢ < {nf} < {(n —k)8} — 1+ a. Az
{nb} < {(n — k)8} — 1 + a egyenlStlenséghdl kovetkezik, hogy {(n — k)8} +a >
1+ {nf} > 1. Félhaszndlva, hogy a = {a}, kapjuk, hogy {(n — k)0} + {a} > 1. Igy
a 2.1. Lemma szerint {(n—k)0+a} = {(n—k)0}+{a}—1 = {(n—Fk)0} +a—1. Igy az
{(n—k)0} —14+a—e < {nb} egyenlStlenség helyett irhat6, hogy {(n—k)f+a}—e <
{n@}, ami atrendezve {(n — k)0 + a} < {nf} +e. |

Most mér van elég eszkoziink, hogy bebizonyitsuk az ekvidisztribucids tételt.

3.7. Tétel. Barmely irraciondlis 0 szam esetén az ({nb}), sorozat egyenletes elosz-
lasi a [0,1) intervallumon.

Bizonyitas. A 3.3. Tételt szeretnénk alkalmazni az z, = nf sorozatra. Tehat azt
kell megmutatni, hogy minden valés a szamra

, 1 & 1 &
lim (N ;{ne} -5 ;{nQ + a}) =0.

Vilagos, hogy ezt elég megmutatni azokra az a szamokra, amelyekre 0 < a < 1.
Rogzitsiik a-t, és legyen € > 0 tetsz6leges. A 3.4. Tétel szerint az ({nd}), sorozat
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stirt a [0,1) intervallumon, igy létezik k£ € N, amelyre a < {kf} < a + ¢. Legyen
N > k. Ekkor

Z{n@} Z{n€+a} Z{n@}—i—z ({n0} — {(n—k)0+a})— Z {nf+a}.

n=k+1 n=N—k+1

Egy szédm tortrésze 0 és 1 kozott van, igy {nf} < 1 és {nf +a} > 0. A 3.5. Lemma
szerint n > k esetén {nf} — {(n — k)0 + a} < e. Ezeket a becsléseket felhasznalva
kapjuk, hogy

Z{n@}—i—z ({ndt —{(n—k)0+a})— Z {nf+a} < k+(N—k)e < k+ Ne.

n=k+1 n=N—k+1

Tehat
—Z{ne} - —Z{n9+a} < N(k+Ns) ]’3 + ¢,

és igy

1 1 k
lim sup (N Z{n&} - % Z{né’ + a}) < ]\}5{1)0 <N + 5) =ec.
n=1 n=1

N—oo

Most legyen k olyan pozitiv egész, amelyre a —e < {kf} < a. A 3.4. Tétel miatt
van ilyen k. Legyen N > k. Csakigy, mint az el6bb, most is igaz, hogy

Z{n@} Z{ne+a}_z{ne}+ Z ({nd} —{(n—k)d+a})— Z {nh+a}.

n=k+1 n=N—k+1

Egy szam tortrésze 0 és 1 kozé esik, igy {nf} > 0 és {nf +a} < 1. A 3.6. Lemma
szerint n > k esetén {nf} — {(n — k)0 + a} > —e. Ezen becslések alapjan

Z{n@}—l—z ({nft—{(n—k)f+a})— Z {nf+a} > —(N—k)e—k > —Ne—k.

n=k+1 n=N—-Fk+1

Tehat
1 & 1 & 1 k
N ;;1{”0} N >_{nf+a}> yNe—k=—e— %,

amibol kovetkezik, hogy

1 & 1 & k
lim inf (N ;{nQ} - ;{ne + a}> > lim. (—5 - N) = —¢.

Mivel e tetszoleges volt, ezért

lim (% ;{nﬁ} _ % ;{ne + a}) ~0.

A 3.3. Tétel szerint az ({nf}), sorozat egyenletes eloszlasu a [0, 1) intervallumon. W



4. Weyl-kritérium
Legyen cjop) az [a,b) C [0, 1) intervallum karakterisztikus fiiggvénye, tehat
1, haa<x<b
Clap) (2) = _y
0, egyébként.

4.1. Lemma. Az ({z,}), sorozat pontosan akkor egyenletes eloszldsi a [0,1) inter-
vallumon, ha bdarmely [a,b) C [0,1) esetén

]\}1_13%0 — Zc[ab ({z,}) = / Clap) (T)d.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy 32N, Clap)({Tn}) ugyanaz, mint Sy ([a, b)), vala-
mint fol Clapy(2)dz = b — a. Igy a 3.1. Definiciéhdl kivetkezik az allitds. |
4.2. Lemma. Az ({z,}), sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszldsi a [0, 1)

intervallumon, ha minden, a [0,1] intervallumon értelmezett valds értéki folytonos
f fiigguényre teljestil, hogy

.1 !
i 3y D Se)) = / f(x)da. (4.1)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ({x,})n sorozat egyenletes eloszldst a [0, 1) inter-
vallumon. Legyen f(x) = ZZ 0 diCla,aiir) () €gy [0, 1]-en értelmezett 1épcsds fiigg-
vény, ahol 0 = ag < a1 < --- < ap = 1. Vilagos, hogy

1 N 1 N k-1
Jm, 2 Senh) = Jim D D it (o)
k—1 1 N
o (&%NZQC[ai,aiﬂ><{mn}>) .

Mivel ({z,}). egyenletes eloszdsi [0, 1)-en, ezért a 4.1. Lemma miatt

lim — Z Cla;,ait1) {l’n} / Cla;, ai+1)($>dl’

N—>oo

minden 1 =0,1,...,k — 1 esetén. fgy

k—1
S S it
=0

1

k—1 1
_Zd/ Clag,asiy) (T)dx

_ /0 (;dic[%aiﬂ)(x)dx)
_ /0 s



Tehat az f 1épcsés fuiggvényre teljesiil a (4.1) egyenldség.

Most legyen f tetszéleges [0, 1]-en értelmezett valds értéki folytonos fiiggvény.
Legyen ¢ > 0 tetszOleges. Az f fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhato. A
Riemann-integrél definici6ja alapjan léteznek olyan f; és f; 1lépcsOs fiiggvények, ame-
lyekre fi(z) < f(x) < fo(x) minden = € [0, 1] esetén és fol(fg(l') — fi(x))dx < e.
Teljesiil a kovetkezo egyenlotlenséglanc:

1 1 1N 1N
Aﬂmmﬁslfmm:ggﬁgyﬂ%naygﬁgywm>

Stimswp 3" (o)) < Jim 53 falfend) = [ plwdo < [ flado e

N—oo

Mivel € tetszdleges volt, ezért ebbdl mar kévetkezik, hogy

tehat minden [0, 1]-en értelmezett valés értékii folytonos f fiiggvényre teljesiil a (4.1)
egyenloség.

A masik irdny bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy az ({x,}), sorozatra minden [0, 1]-
en értelmezett valds értéki folytonos fiiggvényre teljesiil (4.1). Legyen [a, b) tetszo-
leges részintervalluma [0, 1)-nek. Legyen ¢ > 0 tetszéleges. Ekkor léteznek olyan
[0, 1]-en értelmezett g; és go folytonos fiiggvények, hogy g1(x) < cip(®) < gao(w)
minden z € [0, 1]-re, és fol(QQ(x) — g1(x))dx < e. Ezek alapjdn teljesiil, hogy

1 1 1 1N
_e< dr —¢ < dr = lim — .
[ cwn—e = [ tnnte—e< [ tin 53 o)

N—oo N

N N N
o1 .1 o1
< liinf 53 con (L) < limsup 5 3 cton({on)) < i 5 o)

1 1 1
= / go(z)dx < / gi(z)dr +¢e < / Clap) () + €.
0 0 0

Mivel ¢ tetszélegesen kicsi lehet, ezért

N

1 1
dm oy S eunllnh) = [ oo
Igy a 4.1. Lemma szerint az ({z,}), sorozat egyenletes eloszldsti a [0,1) intervallu-
mon. [

4.3. Lemma. Az ({x,}), sorozat akkor és csak akkor egyenletes eloszldsi a [0,1)
intervallumon, ha minden, valos szamokon értelmezett 1 periodusi komplex értéki
folytonos f fligguényre teljestil, hogy

lim %; Flan) = /O f(@)de. (4.2)



Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ({z,}), sorozat egyenletes eloszldsi [0, 1)-en. Le-
gyen f tetszoleges, valds szamokon értelmezett 1 periddusu komplex értékii folytonos
figgvény. Ekkor f felirhaté f(x) = u(x) + iv(z) alakban, ahol az u és v fiiggvények
valos értékliek. Mivel f folytonos és 1 periédusi, ezért az u és v fiiggvények is foly-
tonosak és 1 periédusiak. A 4.2. Lemma miatt az u és v folytonos fiiggvényekre
teljesiil, hogy

N 1 N 1

]3@()0%2“{%}):/0 w(@)ds  és A}i_r)rloo%Zv({mn}):/o o(x)dz.

n=1 n=1
Az 1-periodicitds miatt a tortrész elhagyhato:

N

1 ' oy L '
]\}%NZU(LI):/O u(x)dr  és ]\}grlooNZv(xn):/o v(x)dz.

n=1

Ebbdl kovetkezik, hogy

és igy

Most tegyiik fel, hogy a (4.2) egyenl6ség teljesiil minden, valés szdmokon értel-
mezett 1 periddusu komplex értékii folytonos f fiiggvényre. Azt kell meggondolni,
hogy a 4.2. Lemma bizonyitdsanak masodik felében hasznalt g; és g fiiggvények
ugy is megvélaszthatéak, hogy ¢1(0) = g1(1) és g2(0) = go(1). Az 1. dbra mutat
egy példat arra, hogy hogyan valasszuk a gy és gy fliggvényeket, ha a # 0 és b # 1.
A 2. dbran az a = 0 eset lathaté. Ehhez hasonld a b = 1 eset.

A g1 és gy fiiggvényeket terjessziik ki R-re gy, hogy 1-periodikus fiiggvénye-
ket kapjunk. Ezekre a fuggvényekre teljesiil (4.2). Innentdl a befejezés lényegében
ugyanaz, mint a 4.2. Lemménal. [ |

Az f(z) = €™ alaku fiiggvények, ahol h nemnulla egész szam, folytonosak
és 1-periodikusak. Igy a 4.3. Lemma értelmében, ha az ({xn})n sorozat egyenletes
eloszlasu a [0, 1) intervallumon, akkor az ilyen f-ekre teljesiil a (4.2) egyenléség. A
forditott irdny érdekes: az f(x) = e2™* alaki fiiggvények mar meghatdrozzak, hogy
egy ({x,}), sorozat egyenletes eloszlasu-e [0, 1)-en. Errdl sz6l a Weyl-kritérium.

4.4. Tétel (Weyl-kritérium). Az ({z,}), sorozat akkor és csak akkor egyenletes
eloszldsi [0,1)-en, ha minden h # 0 egész esetén

N
: 1 2nihxy,
]\}1_{1(1)0 N zjl e =0. (4.3)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ({x,}), sorozat egyenletes eloszlasu [0, 1)-en. A 4.3. Lem-
ma alapjan minden h # 0 egész szam esetén

N

1
) 1 . ,
hm E ethmn — €2ﬂ-lhxdl‘.
N—oo N 0

n=1
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Megmutatjuk, hogy a jobb oldal 0. Az Euler-képlet szerint e*"® = cos (2whz) +
isin(2rhz), és igy

1 1 1
/ e?mihe — / cos (2whx)dx + @/ sin(2whax)dx.
0 0 0

Legyen u = 2whx. Ekkor Z—Z = 2mh. Hasznalva ezt a helyettesitést, kapjuk, hogy

1 1
/ cos (2whx)dx + z/ sin(2mhx)dx
0 0

_ /O " cos(u) / " i) 1 (44)

2mh 2mh
o 1 . 27h i . 2mh
=5 [sin(u)]g"™" + 57 [— cos(u)],™" =0,

amibol kovetkezik az allitas ,,csak akkor” része.

Most tegyiik fel, hogy az (z,), sorozat olyan, hogy (4.3) teljesiil minden h # 0
egészre. Belatjuk, hogy ekkor (4.2) teljesiil minden R-en értelmezett 1 periédusi
komplex értékii folytonos f fiiggvényre. Legyen € > 0 tetszoleges. Weierstrass app-
roximacios tétele szerint létezik egy W(z) trigonometrikus polinom, vagyis az e*7ihe
(h € Z) fiiggvényekeknek egy véges, komplex egyiitthatos linedris kombindcidja,
amelyre

sup |f(z) —¥(z)] <e. (4.5)
0<z<1

A V¥(x) fiiggvény tehat ilyen alakba frhato:

t
U(r) =) ape”™ ™ ar € C, hy, € Z. (4.6)

k=1
A haromszog-egyenl6étlenséghdl kovetkezik, hogy

1 N

| o= 53 s < | [ () - v

° = o (4.7)
! 1 1

+ /0 \If(x)dx—NZ\If(xn) + NZ(f(mn) U(z,))

Az els6 és a harmadik tag a jobb oldalon (4.5) miatt legfeljebb € az N értékétdl
tiiggetleniil.
Tudjuk, hogy hy # 0 esetén (4.3) és (4.4) szerint

N 1

1 . 4
l' I 2mihgxn — — 2mihgx 4
NSee N Z ¢ 0 /0 e da, (4.8)

tovabba hy = 0 esetén
1 & 1
1 — 2mihgTn — — 2mihgx

]\}1_{1;0 N E e 1 /0 e dx. (4.9)
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Mivel (4.6) egy véges Osszeg, ezért (4.8) és (4.9) miatt Zn V() = fo x)dx,
ezért elég nagy N esetén (4.7) jobb oldalan a masodlk tag legfeljebb e. Ezekbol
kovetkezik, hogy

Igy a 4.3. Lemma miatt az ({xn})n sorozat egyenletes eloszlasu [0, 1)-en. |

A Weyl-kritériumot alkalmazva az ({nf}), sorozatra a 3.7. Tétel egy ujabb bi-
zonyitasat nyerjiik. Legyen h tetszoleges nemnulla egész szam. Mivel 6 irracionalis,
ezért hO ¢ Z, és igy > £ 1. A mértani sorozat 6sszegképletét haszndlva

2mwihn6
e
NZ

Mivel e*7"N0 gy 1 abszolttértékii komplex szdm, ezért ‘ethN o _ 1‘ <2 fgy

2with N6
2mih6 € — 1‘ — |€

e27rih0 -1 N ‘€2m'h9 _ 1’ ’

2mihNO _ | |

- |5

N
1 2mwihn6 1 2
i e Q < —7
N ; - |627rzh9 ]_’
ahol m egy konstans. fgy
| N
li - 2mihnd _ )
dimn g 2 =0
n—=—

A 4.4. Tétel szerint ebbdl kovetkezik, hogy az {nf}, sorozat egyenletes eloszlasi
[0,1)-en

A kovetkez6 tételben az ekvidisztribucids tétel egy alkalmazasiat mutatjuk be
[12].

4.5. Tétel. Annak a valdsziniisége, hogy eqy 2-hatvdny tizes szdmrendszerbeli elsd
szamjegye k (k=1,2,...,9), lg(k+ 1) —lgk.

Bizonyitas. A 2" hatvany els6 szamjegye pontosan akkor k, ha valamilyen [ nem-
negatfv egészre k-10! < 2" < (k+1)-10". Ez 10-es alapti logaritmust véve ekvivalens
azzal, hogy

lgk+1<n-lg2<lg(k+1)+1L.

Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha lgk < {n-1g2} <lg(k+ 1), hiszen 0 < lgk <
lg(k+1) <1.

fgy az a p(k) valdsziniiség, hogy egy véletlenszerlien vélasztott 2-hatvény k-val
kezdodik, a kovetkezoképpen irhato:

H{n|1<n < N és 2" elsé szamjegye k}|

PR = i, N
~ lim Hn|l<n< Néslgk<{n-lg2} <lg(k+1)}
N—oo N ’

Mivel 1g 2 egy irraciondlis szam, ezért a 3.7. Tétel értelmében az a,, = {n - 1g2}
sorozat egyenletes eloszlasi a [0, 1) intervallumon. Igy a 3.1. Definicié alapjin

12



- Hn|l<n<Néslghk<{n-lg2} <lg(k+1)}

p(k) = Jim N
1
=lg(k+1)—1gk=1g(1+ E)

gy a p(k) valdszintliségek kozelitd értékei az egyes k értékekre a kovetkezdk:

k 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
p(k) | 0,301 | 0,176 | 0,125 | 0,097 | 0,079 | 0,067 | 0,058 | 0,051 | 0,046

A tablazatbdl példaul lathato, hogy egy véletlenszeriien valasztott 2-hatvany
tobb, mint % valoszintiséggel 1-essel, 2-essel vagy 3-assal kezdodik.
[ |

5. A harom hézag tétel

Legyen 6 egy irracionalis, N pedig egy pozitiv egész szam. Ekkor # irracionalitasa
miatt az {10}, {260}, ..., { N8} szdmok kiilonbozoek és nem nullak. Kordbban belat-
tuk, hogy a Fy, Py,... pontok siirtin helyezkednek el a [0,1) intervallumon (ldsd a
3.4. Tételt). Ezzel szemben egy konkrét N-re a Py, Py, ..., Py pontok meglehetdsen
szabalyosan helyezkednek el. A harom hézag tétel azt allitja, hogy a szamegyenesen
két szomszédos P; pont kozott legfeljebb 3-féle tavolsag 1ép fel. Ezt mutatja a 3. abra
af = ‘/?3 és N = 14 esetre. A P, pontokat az egységnyi keriileti koron is tekint-
hetjiik. A Fy pontot helyezziik el egy tetszbleges helyre a koérvonalon, a P; pontot
i > l-re pedig ugy kapjuk, hogy a koérvonalon Py-tél pozitiv iranyban félmériink
1-szer 0-t. Itt a harom hézag tétel azt jelenti, hogy két, a korvonalon szomszédos P,
pont kozotti ivnek a hossza legfeljebb 3-féle lehet. Ezzel ekvivalens, hogy ezekhez az
ivekhez tartozé korcikkek teriilete legfeljebb 3-féle lehet. Ezt lathatjuk a 4. abran
ismét a 0 = \/Tg és N = 14 esetre.

Az {10},...,{N6@} széamok koziil a legkisebb legyen {af}, a legnagyobb pedig
{b0}. Vezessiik be az o = {af} és a f =1 — {bO} jeloléseket. Vegyiik észre, hogy o
nem lehet egyenl6 f-val. Ha ugyanis egyenléek lennének, akkor fenndllna az {af} +
{b0} = 1 egyenl6ség, amibél kovetkezne, hogy (a + b)0 egy egész szam, de ez 6
irracionalitasa miatt nem lehetséges.

5.1. Lemma. Az elobbi jelolésekkel N +1 < a + b.
Bizonyitas. A 2.1. Lemma szerint {(a + b)0} kétféle lehet:

{(a+b)0} = {ab} + {00} > {b0}, vagy

5.1
{(a+b)0} = {ab} + {00} — 1 < {ab}. (5.1)
Az a és b szamok definiciéja miatt ez csak ugy lehetséges, ha a + b nincs az 1,..., N
szamok kozott, vagyis N +1 < a + b. [ |
5.2. Lemma. Har éss a0,1,..., N szamok kozil keriil ki, és P, a szamegyenesen
jobbra van P,.-tol, akkor
PP — {(s —1)0}, ha s > r;
1—{(r—s)0}, has<r,
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tovdabbd

PP > o, has>r;
B, has<r,

és eqyenldséqg az elso esetben pontosan akkor van, ha s —r = a, a mdsodik esetben
pedig akkor, ha r — s =b.

Bizonyitas. Az éllitas els6 fele ugyanaz, mint a 2.5. Lemma, csak méas megfogal-
mazasban. A P, P, tavolsag képletébdl, valamint az « és [ szamok definici6jabdl
kovetkezik az allitas masodik fele. [ |

AP (r=0,...,N) pontok N + 1 részre osztjak a [0, 1] intervallumot, ezeket
nevezziik hézagoknak. Azt mondjuk, hogy a P, pont kézvetleniil megel6zi a P, pon-
tot, ha P, jobbra van P,-t6l, és nincs koztiik olyan P, pont, ahol 1 < v < N. Ekkor
(P, Py) egy hézag, melynek hosszét P, Py fogja jelolni.

5.3. Tétel. Ha 0 < s < N — a, akkor a Ps pont kézvetleniil megeldzi a Py, pontot,
és PsPy q = .

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy a P; pont balra van a P, ponttél. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy a P; és Ps,, pontok kozott van egy P, pont (1 <r < N).
«

0 Ps Pr Ps+a ]_

Az 5.2. Lemma alapjan P;P,,, = «. Ismét az 5.2. Lemma szerint r > s esetén
P,P. > a,r < s < s+ a esetén pedig P,Ps., > «. Ez viszont ellentmondas, mert
igy a P, pont nem lehet P és P, kozott.
Most azt tegyiik fel, hogy a P,,, pont van balra P,-tol.
o 11—«

0 P, Py P, 1

Az a szam definicidja és az 5.2. Lemma miatt PyP, = a és P, ,Ps =1 — «. fgy a
PyP, és a Py, Ps szakaszok egyiitt kiadjak a teljes [0, 1] intervallumot. Ez azonban
csak ugy lehetséges, ha P; = 1, ami ellentmondas.

|

5.4. Tétel. Ho b < u < N, akkor P, kozvetlenil megelézi a P,_, pontot, és
PyPyp = 6

Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy P, jobbra van P,-tél. Indirekt médon te-
gyiik fel, hogy a P, és P,_, pontok kozott van egy P, pont (1 < r < N).
p

0 Pu PT Pu—b 1

Az 5.2. Lemma szerint P,P,_, = (. Alkalmazzuk megint az 5.2. Lemmat: r < u
esetén P,P. > [, az r > u > u — b esetben pedig PP, , > (. Ez ellentmondas,
mert igy P, nem lehet P, és P, kozott.

Most tegyiik fel, hogy P,_; balra van P,-tdl.
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1—p B

0 P,y P, P, 1

A P, pont tévolsidga 1-t6l 8, a P, P, tavolsag pedig az 5.2. Lemma szerint {6} =
1 —pB. A (P, P,) és (P, 1) intervallumok 6sszhossza 1, tehat egytitt kiadjak a
teljes [0, 1] intervallumot. Ez csak gy lehet, ha P, egybeesik Py-vel. Ez viszont nem
lehetséges, mert u > b. [ |

5.5. Megjegyzés. A b szam definicidja miatt P,-t6l jobbra nincsen P; pont (i =
1,...,N), tehét (P, 1) hézag, és a hossza f. [gy az 5.4. Tétel érvényes u = b-re is,
ha tgy tekintjiik, hogy P, = Py = 1 (a Py = 1 azonositas teljesen természetes,
amikor a pontokat a 4. 4bran lathaté médon kéron dbrazoljuk).

5.6. Tétel. Hao N —a <t < b, akkor a P, pont kézvetleniil megeldzi a Py, pontot,
€s PPiigp=a+p.

Bizonyitas. Eloszor is vegyiik észre, hogy az N — a < t < b feltételbol kovetkezik,
hogy 0 < N—-b<t4+a—-—b<a< N,ésigya P, pont aP,..., Py pontok
valamelyike.

Csak a > b-re bizonyitjuk az allitast, a b < a eset hasonléan igazolhaté.

a B

0 P, P, 1

Definici6 szerint a (0, P,) és (P, 1) intervallumok hossza rendre o és 3. Igy P, P, =
1—(a+f). Masrészt a > b miatt az 5.2. Lemma szerint P, P, = 1—{(a—b)0}. Ossze-
vetve a két eredményt kapjuk, hogy {(a — b)0} = o+ 5. Két esetet kiilonboztetiink
meg aszerint, hogy P, a P, pont melyik oldalan van.

o P, p balra van P,-tol.

« 1—(a+p) 5

0o P Prtasy P, P 1

Mivel t +a — b > t, ezért az 5.2. Lemma szerint a P, ,F; tavolsag 1 —
{(a— b)0} =1 —(a+B). Igy a (0, P,), (Pryas, P,) és (P, 1) intervallumok
Osszhossza 1. Ez csak ugy lehetne, ha P, egybeesik Pjy-vel, ez azonban ¢ < b
miatt nem lehetséges.

e P, 4 jobbra van P;-tol.

Q a+pf B

0 Pa Pt Pv Pt+a7b Pb 1

Az 5.2. Lemma szerint PP, = {(a — )8} = a+ S. Indirekt médon tegyiik
fel, hogy P, és Piyq_p kozott van egy P, pont valamilyen v € {0,1,..., N}-re.
Kiilon vizsgaljuk a v <t és v > t eseteket.
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1o} a+ B B

P 28 P Za Pioy B 1

o
U

Hasznalva, hogy v < t < t 4+ a — b, az 5.2. Lemma alapjan PP, > [
és PyPrgp > a. Mivel PP, + P, Pyyopy = PiPiiga .y = a+ [, ezért
mindkét esetben egyenléség van. Az 5.2. Lemma szerint igy v = t — b.

Ez ellentmondds, mert ¢ — b < 0, és igy v nem eleme a {0,1,..., N}
halmaznak.
o v>t
e 1 —{do} a+pf B
0 Pa Pa—d Pt {d@} Pv Pt—l—a—b Pb 1

Legyen d = v — t. Ekkor d > 0, hiszen v > t. Mivel a > a — d =
a—v+t>a—N+t>0,ezért P,_ga P,..., P,_1 pontok valamelyike.
A P, 4 pont a (P,, Py intervallumba esik, igy a P, P,_, tavolsag legfeljebb
1 — (a+ B). Mésrészt az 5.2. Lemma szerint P,P,_; = 1 — {df}. Tehat
1—{do} <1—(a+p), és igy {df} > o+ B. Az 5.2. Lemma szerint
PP, = {(v—1t)0} = {df}, ami legalabb o+ 5. Ez ellentmondds, mert igy
P, nem lehet a P, és P, pontok kozott.

[ |
Az eddigieket foglalja 6ssze a kovetkezo tétel:

5.7. Tétel. Legyen 0 irraciondlis szam, és tekintsik a [0, 1] intervallumon a P, =
{n8} pontokat (n = 0,1,...,N). Jelolje a« = {ab} és 1 — = {bO} az {nb}
(n=1,...,N) szdmok kozil a legkisebbet és a legnagyobbat. Ekkor a Py, Py, ..., Py
pontok kéozdtt barmely hézag hossza o, B vagy o+ B. Pontosabban ezek a hézagok a
kovetkezok.

e Hao 0 < s < N —a, akkor a P; pont kozvetlenil megeldzi a Psi, pontot, és
P5P3+a = X.

e Hao N —a <t <b, akkor a P, pont kozvetleniil megelozi a Py, pontot, és
PPiiap=a+p.

e Hab <u < N, akkor P, kézvetleniil megelézi a P,_y pontot, és P,P,_, = 3.
(Azu =10 esetben az 5.5. Megjegyzésnek megfeleléen P,_,, = Py =1.)

Latjuk, hogy az a hosszisagu hézagok szama N —a+1, a 3 hossziaké N —b+1,
az a+ 3 hossziaké pedig a+b— N —1 (ez a szdm az 5.1. Lemma szerint nemnegativ).
Ebbol lathato, hogy ha a +b = N + 1, akkor nem 1ép fel oo + 8 hosszisagi hézag. A
hézagok 6sszhossza

(N—a+1Da+(N=b+1)p+(a+b—N—1)(a+p)=ba+ap.
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A hézagok kitoltik a [0, 1] intervallumot, igy ba + aff = 1. Legyen A = |af] és
B = |b0] + 1. Ekkor ba + a5 a kovetkez6képpen irhato:

ba+ af = b({ab}) + a(l — {b0}) = b(ab — [ab]) + a(1l — (b0 — [b0]))
=0b(al — A) 4+ a(B — bf) = aB — bA.

Igy aB — bA = 1. Ebbél kivetkezik, hogy a és A, illetve b és B relativ primek. Az

A és B szémok definici6jabél kovetkezik, hogy 4 < 6 < £. Mivel 1 < a,b < N,
ezért az é és % tortek az N-edik Farey-sorozatbdl valok. A legkisebb nevezoji tort
4 ¢s B kozott i‘fo. Mivel az 5.1. Lemma szerint a + b > N, ezért f‘lif

- mAar nincs
benne az N-edik Farey-sorozatban. Tehat % és % két szomszédos tort az N-edik

Farey-sorozatban. fgy az a és b szamok 1ugy is megkaphatdk, hogy vessziik a 6-t
kozrefogd két tortet az N-edik Farey-sorozatban, és tekintjiik azok nevezdit. Van
olyan bizonyitdasa a harom hézag tételnek, amely igy definidlja az a és b szamokat,
és ebbdl vezeti le az allitast [10].

5.8. Példa. Térjiink vissza a § = \/?g, N = 14 példara. A {*/?g}, {2~\/T§}, cee {14-‘?}
szamok koziil a {7- \/Tg} a legkisebb és a {12- ‘/?g} a legnagyobb. Igy ebben a példéban
a=76éb=12 Ekkor a = {7- 3} ~ 0,04145, § = 1 — {12- L} ~ 0,0718,
A= 7L =4és B=[12-L|+1 = 7. Alkalmazzuk az 5.7. Tételt erre a példara.
Ha 0 < k < 7, akkor a PP, hézag, és a hossza a ~ 0,04145. Ha 8 < k < 11,
akkor PyPy_5 hézag, és a hossza a + [ =~ 0,11325. A P3Py, a P;uP, és a (Pia, 1)
hézagok hossza pedig 5 ~ 0,0718. A 3. abran az « hosszisagu hézagok pirossal, a

B hosszuak zolddel, az o + § hosszusaguak pedig kékkel vannak jelolve. A 6 = \/?g

szamot kozrefogd két tort a 14-edik Farey-sorozatban a % és a %

6. A harom hézag tétel racsokkal

Tekintsiik ismét a P, = {nf} pontokat (n =0,1,..., N). Ezek N + 1 részre osztjak
a [0, 1] intervallumot. Legyen s y = min{{(l — k)0} |0 <I < N, l#k, | € Z}.

6.1. Tétel. A Py pont utdni hézag hossza s n (k=0,1,...,N).

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg, hogy {(I — k)#} hogyan fiigg 6ssze a Py és P, pontok
tavolsagaval. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a P, pont P, melyik
oldaldn van.
e A P, pont jobbra van P-tol.
Ha | > k, akkor az 5.2. Lemma szerint {(I — k)0} = P,F,. Ha [l < k, akkor
a 2.2. és az 5.2. Lemma alapjan {(l — k)0} =1 — {(k — )0} = P.P,.
e A P, pont balra van Pj-tol.

Az 5.2. Lemmé&bdl kovetkezik, hogy ha [ > k, akkor {(l — k)0} = 1— P, P;. Ha
| < k, akkor a 2.2. és 5.2. Lemmakat alkalmazva kapjuk, hogy {(I — k)8} =
1—{(k—D§) =1— PP,

El6szor tegyiik fel, hogy k& = b. Ekkor a P, (I = 0,1,...,N, | # k) pontok
mindegyike P-tol balra helyezkedik el. Igy

shN:mm{l—PlPk|0§l§N,l7ék,ZEZ}

17



Mivel 1 — P, Py, akkor minimalis, ha [ = 0, ezért sy y = 1 — Py Py, ami éppen a (P, 1)
hézag hossza.
Most tegyiik fel, hogy k # b. Tegyiik fel, hogy a P, pont balra helyezkedik el
Py-tol.
1— PPy

0 Pu P k P b 1
Ekkor

Igy ha valamilyen u-ra P, balra van Py-t6l, akkor {(u — k)0}-t kivehetjiik az sy
definicidjaban szerepl6 halmazbdl, mert ezzel a halmaz minimumat nem valtoztatjuk.
Tehat

sey =min{{(l — k)8} |0 <I < N,l#k, | € Z és a P, pont jobbra van P;-t6l}
=min{PF |0 <I<N,l#k, | €Z és a P, pont jobbra van P-t6l},

és ez éppen a P, pont utani hézag hossza. [ |
Vegyiik észre, hogy s, y méshogy is irhato:

spy =min{{(l —k)0} |0 <I< N, l#k, | €Z}
=min{{(l—k)0} >0|0<I<N,l€Z}
=min{(l - k)0 +n>0|0<I<N, (I,n) € Z°}
=min{mf +n>0| —k<m <N —k, (m,n) € Z*}.

Legyen G a kovetkezo6 racs:
G=Z7Z-0,1)+Z-(1,0) = {(m,mb+n)|n,m e Z}.

Megmutatjuk, hogy két kiilonb6zé G-beli racspontnak nem lehet ugyanaz a masodik
koordinataja. Legyen @1 = (mq,m10 4+ ny) és Qy = (mao, mal + ns) tetszéleges két
G-beli pont, és tegyiik fel, hogy m160 4+ ny = my + ny. Ekkor (m; —ms)0 = ny —ny.
Mivel 6 irraciondlis, ezért ez csak ugy lehet, ha m; = mqy és ny = ny. Ez viszont azt
jelenti, hogy @1 egybeesik (Qo-vel.

Legyen D = GN ([-N,N] x R") és E = G N ([-k,N — k] x Rt). Vegyiik
észre, hogy si v a legkisebb masodik koordinataju E-beli pont masodik koordinataja.
Legyen R = (ry,r2) a legkisebb méasodik koordinataval rendelkezé rdcspont D-ben.
Ha R € E, akkor sy = ro. Tegyiik fel, hogy |R benne van E-ben valamilyen [
pozitiv egész szamra. Megmutatjuk, hogy ekkor R is benne van F-ben. Legyen F' =
[—k, N —k] xR}. Mivel IR € E, ezért IR € F is teljesiil. Az O = (0,0) pont is benne
van F-ben. Mivel F' konvex, ezért az O és [R pontok altal meghatarozott szakasz
minden pontja benne van F-ben. Igy R € F. Az R pont mésodik koordintéja
pozitiv, igy R benne van a [—k, N — k] x R™ halmazban. Ebbél kivetkezik, hogy
R € FE, hiszen R racspont. fgy ha R nincs benne E-ben, akkor [ R sincs benne. Legyen
S = (s1, 82) a legkisebb mésodik koordindtaval rendelkez6 pont D-ben, amely nem
all el§ IR alakban semmilyen [ pozitiv egész szdmra. Az eddigiek alapjan ha R ¢ E
és S € E, akkor s n = $o.

Tekintsiik az S — R = (s1 —r1, $2 — r2) pontot. Ez a pont nem &ll el6 (R alakban,
tovabba teljesiil, hogy 0 < sy — ry < s9. Az S pont definicidja miatt ez csak ugy
lehet, ha S — R ¢ D. gy |sy — ri| > N.
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Tegyiik fel, hogy az R és S pontok egyike sincs E-ben. Felteheto, hogy s; < r;
(az s1 > ry eset hasonl6). Mivel R, S €D\ FEéss + N <ry, ezért az S pont E-t6l
balra, R pedig F-t6l jobbra van. Igy

—N<s1<—-k<N-k<r  <N.
Ez alapjan teljesiil, hogy

fgy az R+ S = (r + s1,72 + s3) pont benne van E-ben. Az 5. dbran szemléltetjiik
a racsot a 0 = \/Ti, N =6 és k = 4 értékekre.

Tegyiik fel, hogy létezik egy U = (uy,us) pont E-ben, amelyre us < ry + s.
Mivel R és S nincs benne E-ben, ezért us > so. Az U pont és az R+ S pont benne
van E-ben, igy —k < uy,r1 +s1 < N — k. fgy —N <7ri+s8 —u < N. Tehdt az
R+ S—U = (r; + s1 — uy,r2 + $2 — ug) pont benne van D-ben. Mivel ug > sq, ezért
ro+S9—ug < 19, tehdt R+.S —U olyan D-beli pont, amelynek masodik koordinataja
kisebb, mint R masodik koordinédtaja. Ez viszont ellentmond R definici6janak. fgy
R + S a legkisebb masodik koordinataju pont E-ben. Tehat ha R és S sincs benne
E-ben, akkor s; y = 73 + 2.

Azt kaptuk, hogy sin értéke legfeljebb hdromféle lehet: rq, sy, vagy ro + so.
A 6.1. Tétel szerint s,y a P, pont utani hézag hossza. fgy a P, pontok kozotti
hézagok hossza legfeljebb haromféle lehet.

7. Harom hézag harom mondatban

F. Liang [4] egy rendkiviil rovid és elegans bizonyitast adott a harom hézag tételre,
ennek P. Shiu [7] éltal tovdbb egyszeriisitett gondolatmenetét ismertetjiik. A ko-
rabbi fejezetekben bevezetett jeloléseket hasznaljuk, de ezittal a [0, 1] intervallum
két végpontjit azonositva, egységnyi keriiletli koron abrazoljuk a P, = {nf} (n =
0,1,..., N) pontokat (l4sd a 4. abrét). Ha P, kozvetleniil megel6zi a P; pontot, akkor

a P, P, ivet itt is hézagnak nevezziik. Jelolje P, P, +k6 azt az ivet, amit a P, P, ivbol
kapunk, ha k-szor elforgatjuk #-val (pontosabban a 6 hosszisagu ivhez tartozé 0 - 27

kozépponti szoggel). Példaul a 3. és 4. abrdkon lathato esetben PPy +20 =P, Py

VY

egy hézag, ugyanakkor a P Ps +20 =Py3Ps iv mar nem hézag (mert rajta van a Py

pont), és a P3P +260 v sem hézag, mert a {150} szdmot mar nem abrézoltuk.

A harom hézag tétel alabbi bizonyitdsa mindossze harom mondat, igy nem meg-
lepé, hogy kissé hézagos, de valdjaban P. Shiu [7] bizonyitdsanak teljes gondolatme-
netét tartalmazza, és az olvasé kénnyen kitoltheti a hézagokat.

7.1. Tétel. Tetszoleges 0 irraciondlis szam és N pozitiv egész szam esetén a P, =
{nb} (n=0,1,..., N) pontok dltal meghatdrozott kérivek legfeljebb haromféle hosszi-
saguak lehetnek.

VY

Bizonyitas. Mivel 0 irraciondlis, ha egy tetszéleges P, P, hézagot elég sokszor el-
forgtunk 6-val, akkor elobb-utébb olyan PP, +k# ivet kapunk, ami mar nem hézag.
Ha a legkisebb ilyen k-t tekintjiik, akkor P,P,:=F,P; +(k — 1)0 még hézag, de
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N N N

P.P, +k6 =P,P, +60 mar nem az. Haromféle oka lehet annak, hogy P,P, +6 mar
nem hézag:
1. u= N, és igy a P, pont elforgatottja mar nincs dbrazolva (ekkor tehat P, Py
ugyanolyan hosszi, mint a Py melletti egyik hézag);
2. v = N, és igy a P, pont elforgatottja mar nincs abrézolva (ekkor tehat P, P;
ugyanolyan hosszi, mint a Py melletti mésik hézag); vagy pedig

3. a P, P, +60 iv mindkét végpontja dbrazolva van, de belsejébe esik egy harmadik

P, abrazolt pont, ami csak Py lehet, ellenkez6 esetben ugyanis P, P, tartal-

Py
maznd a P,_; pontot (ekkor tehét P, P; ugyanolyan hosszi, mint a Py melletti

két hézag egyiitt, azaz a + f3).
[ |
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5. abra.
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